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Rkun&La mkthode des transformations inttgrales finies est appliquke g la modklisation d’une sonde 
sphdrique de dkbitmkie sanguine intratissulaire du type ‘thermocouple chauffk’ ou ‘thermistor’. La 
mod&ation ainsi rklisb est particulikement g&kale. Elle permet, d’dtudier l’influence sur la mesure des 
dimensions finies du milieu instrumend. 11 est montri que la perturbation apportk par les conditions aux 
limites extbieures n’est pas nkgligeable db que les dimensions de la sonde deviennent su&rieures au dixikme 

de celles du milieu. 

NOMENCLATURE + (1 + W’l, [“C-J; 
Chaleur sp&ifique massique [J kg- ’ OCml] ; K, ptriode dans le cas d’un chauffage par train 
= hrsk,’ ; de crCneau [s] ; 
nombre de Fourier, F, = aMtrS2 ; A = (coCbr:k~1)1’2 ; 

= kMk,‘; w, taux de perfusion [kg s- ’ me31 ; 
puissance dissipk par uniti de volume p, masse spkifique [kg me31 ; 
[W me3]; 0, = r( T - To) [m “C] ; 
= rMril; 
temper&m-e PC] ; Indices 
tempQature superficielle de la sonde, T*(t) S, sonde; 

= T&s, t) [“Cl ; M, milieu dans lequel la sonde est implantke; 
composante stationnaire de T* dans le cas a, sang art6iel; 
d’un chauffage pulse’ c”C] ; b, sang ; 
composante p&iodique de T* dans le cas 0, initial. 
d’un chauffage pulse’ [“Cl ; 
fonction propre; 
diffusivite’ thermique [m2 s- ‘1; INTRODUCTION 

valeur propre ; LA MESURE du dibit sanguin intratissulaire A l’aide 
fraction du cycle pendant laquelle la sonde de sondes thermiques implantdes in uiuo a fait 
dissipe de l’Cnergi8 l’objet de nombreuses Ctudes expCrimentales. La m6- 
conductance thermique par unite’ de surface thode la plus couramment u&lis& est celle dite du 
de contact sonde/milieu [W me2 “C- ‘1; ‘thermocouple chautX’ ou de la ‘sonde thermistor’ qui 
conductivite’ thermique [W m-l “C-l] ; derive de la mithode de la “dilution thermique’ 
rayon [m] ; proposCe initialement par Gibbs [ 11. Parmi les exp&i- 
temps [s] ; mentateurs ayant eu recours A cette m6thode on peut 
vitesse moyenne du sang [m s- ‘1; titer: Grayson [2], Linzell [3], Hensel, Rueff et 

Golenhofen [4], Per1 et Cucinell [S], Seylaz [6], Chato __ 
Symboles grecs L71, Dittmar, Seylaz et Grivas [8], Dufour [9], Bow- 

0 , temp6ature stationnaire de la sonde implan- man et Balasubramaniam [lo]. IX principle de la 
t& dans un milieu infini et dans le ca< d’un methode est simple. Une sonde, dont la partie active 
chauffage constant, 0 = 3Qg;‘ki’ [H-l est assimilable B une sphire, est introduite dans les 
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tissus. Elle est de dimensks rkduites--typiquement 1 
A 2 mm--et comprend un tkment rksistif chauffant, et 
un Cllment thermomktrique. Ce dernier peut ;tre un 

thermocouple [l-4], ou une thermistance, [S--10]. 
Dans ce dernier cas, la rksistance servant i dissiper 

l’lnergie peut Cgalement servir g la mesure de la 
tempkrature. Cette configuration i CtC utilisie par 

Chato [7], et par Bowman et Balasubramaniam [lo]. 
Par suite de la dissipation d’knergie, la sonde prend 
une tempkrature diffkrente de celle rkgnant initiale- 

ment dans les tissus. Cette surlkvation de tempkrature 
est fonction de la conductivitk thermique des tissus en 

rlgime stationnaire et de leur dikivitl thermique en 
rkgime instationnaire, ainsi que de la convection 
sanguine dans les capillaires que l’on peut supposer 
uniformkment distribuk Deux types de fonctionne- 
ment sont possibles : dissipation d’lnergie constante et 
mesure de la surClCvation de tempkrature de la sonde 
[I, 4,5], ou maintien de la sonde Li une surC lvation de 

tempkrature constante et mesure de 1’Cnergie dissipke 

[2, 3, 6, 7, 9, lo]. Dans la pratique les variables et les 
paramktres qui influent sur la mesure sent fort nom- 

breux, ce qui rend problkmatique I’isolement des effets 
propres B la seule convection sanguine. Aussi depuis 
plusieurs annCes un effort constant a-t-i1 Ctt consenti 
en vue d’amlliorer le rkalisme des modkles mathkmati- 
ques dkrivant le systkme. Le prksent travail se situe 

dans cette perspective visant i modlliser toujours plus 
finement la rkponse instationnaire de la sonde et des 
tissus l’entourant. 

MODELISATIO1 

La sonde est supposke de forme sphkrique, de rayon 
rs, isotrope et homogene, de propriCk% thermiques I&, 

ps, C,. La puissance dissipke par unitC de volume dans 
la sonde est QJt). Cette sonde est inslrke dans un tissu 
biologique, lui-mime assimill B une sphkre de rayon 

extkrieur T,~, de propriltls thermiques k,w, P,~, c’.M, 

parcouru par une circulation sanguine capillaire ca- 
ractCrisCe par un taux de perfusion w (dkbit masse de 

sang par unit6 de volume de tissu) et par une tempkra- 
ture de sang artkriel T,, et qui est le sikge d’une 
production de chaleur par mdtabolisme, Qw. Par 
ailleurs l’insertion de la sonde dans le milieu biologi- 

que est traumatisante. Autour de celle-ci on peut 
supposer qu’il existe une zone affectke par une hCmor- 
ragie et siige de fibrinogCnt%e. Cette perturbation 
locale peut gtre assimilke i une rlsistance thermique de 

contact qui sera caractlriske par une conductance 
surfacique h. 

L’lquation de conservation de 1’Cnergie dans le 
milieu biologique ainsi schlmatisC a &tC utiliske pour la 

premitke fois par Per1 [ 1 l] 

- wC,(T,, - To) + QM = 0. (1) 

Cette iquation appelle ‘equation de transfert bio- 
thermique’ ou ‘Iquation avec puits de chaleur’ suppose 

que les transferts convectifs se produisent dans les 
capillaires entre les tissus $ la tempkrature locale T,,, et 
le sang arrivant i la tempkrature artirielle T, et 
repartant a la temphature des tissus, ce qui suppose un 
coefficient de transfert infini. Cette schkmatisation est 

criticable car elle fait intervenir dans un bilan local un 

terme de bilan convectif global. Wulf [12], a fait la 
critique de cette formulation et montri. que dam 

certains cas elle pouvait conduire ri des estimations 

erronkes. Une meilleure approche con&e j introduire 

un vkritable terme de convection i la place du terme de 

puits de chaleur 

Dans cette kquation ub est le vecteur vitesse local du 
flux sanguin. L’inconvCnient de cette formulation plus 

correcte est qu’elle fait intervenir une inconnue vecto- 
rielle qui dCtruit la symltrie sphlrique du problime et 
oblige i recourir i une traitement bi-dimensionnel. 

C’est vraisemblablement la raison pour laquelle la 
quasi totalitC des auteurs a uti1is.C la premikre &qua- 

tion : [6, 11, 141. L’6quation (2) a seulement CtC rCsolue 
et utilisCe en rCgime stationnaire par Priebe [lS], et en 

rCgime instationnaire, mais en supposant la sonde 

chauffante ponctuelle, par Kondo rt al. [ 161. MalgrC le 
manque de rigueur de 1’Cquation (l), on utilisera cette 

modClisation compte-tenu de I’universaliti de son 

emploi. 
L’iquation de conservation de 1’Cnergie retenue 

pour les tissus s’lcrit done en coordonnCes 

cylindriques 

- wC,(T, - T,) + Q,w = 0. 

L’Cquation de conservation de I’knergie pour la sonde 
s’kcrit quant B elle 

0 < r i r, 

L’ltat initial stationnaire est celui qui existait avant 
toute production de chaleur dans la sonde. On suppo- 
sera la sonde, g 1’Ctat initial, en Cquilibre thermique 

avec les tissus 

T,(r. 0) = T,(r,O) = To = T, t ;f$ Vr. 
b 

Les conditions aux limites sont les suivantes 

en r = 0, T,(O, t) = valeur finie Vt 

en r = r,, compte tenu de la rksistance thermique de 
contact 

= h[T,(r,.t) - T,dr5,:)1 b+t 
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en r = rm, on supposera que la temperature est fixee a 
la valeur initiale 

T,(r,,t) = TO Vt. 

Posons 6 = r(T - T,), ce qui transforme le 
probleme spherique en un probleme de barre, et 

utilisons par ailleurs les groupements suivants 

Dans ces conditions les equations deviennent 

dans la sonde 

aze, rQ,(t)= s i ae 
arz+ k a, at 

dans les tissus 

a I’interface 

H[&,f(rsr t) - W,, 01 = ra% (rs, t) - @dr,, t) 

aux limites 

eM(ry, r) = 0 

et 

e,(o, t) = 0. 

La prbente modilisation est cornparke dans le 
Tableau 1 a celles existantes. On n’a retenu que les 
modelisations pour lesquelles la solution instationnai- 
re a et6 proposie: 

Per1 [ll]; 
Balasubramaniam et Bowman [13] ; 
Johnson et Abdelmessih [14]. 

On notera essentiellement que, par rapport au 
modele le plus Bvolut, celui de la reference [14], la 
presente approche permet de prendre en compte le fait 
que les tissus oti la sonde est implantee ne s’etendent 
pas a l’infini. Par ailleurs les solutions publiees ont 
toutes et6 obtenues par la transformation de Laplace, 
ce qui n’est pas le cas du present travail. 

RESOLUTION DU SYSTEME 

La methode utilisee est celle des transformations 
integrales finies. Elle consiste a rechercher des solu- 
tions du probleme de la forme 

Ur, t) = z U)&,(r) 
“=I 

(3) 

&f(r, t) = f &(t)Xhf,(r). 
ll=l 

(4) 

La resolution du systtme s’effectue en deux &apes : la 
recherches des fonctions propres X,,(r), X,,(r), et des 

valeurs propres b,, puis la recherche des fonctions 

A,(t). 

Recherche des fonctions propres X,,(r) et X,,(r), et des 
valeurs propres b, 

Conformtment a la thtorie de Sturm-Liouville, les 

fonctions X,,(r), X,,(r), sont les solutions, a une 
constante multiplicative pris, du systtme 

d’X,wn ~ - $X,.(r) + $x,.(r) = 0 
dr2 

d2&n bn 
~+~XsAr)=O 

H[XdrJ - &.(r~)l = rJi&,) - Xdr,) 

= $ [rs-G.(rs) - Xdrs)l 

Xhdrhf) = 0 

X,,(O) = 0. 

Tableau 1. Recapitulation des diverses modclisations proposbs par ordre de sophistication croissante 

Balasubramaniam 
Mod6le Cl31 Per1 [lo] Johnson [ 141 Present travail 

ideale, k, = cc 0 
Sonde rMiste, k, # cc 

GennQation de chaleur Q, = ‘4+!r-r/2 
0 0 

Echelon Echelon, crineau Echelon, crkneau 

Contact parfait, H = co 
imparfait, H # cc 

0 0 
0 

sph&e infkie, rM = co 0 0 
sphbe finie, rM # a, 

0 
Tissus 

conduction pure, /I = 0 
0 

0 
convection, j? # 0 0 0 0 

Transformation Transformation 
Mdthode de rksolution 

Transformation 
de Laplace 

Transformations 
de Laplace de Laplace intkgrales 

finies 
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La r&solution de ce systdme donne 6 la fois les 
fonction propres X,,(r), XMMn(r), et les valeurs propres 
bR. Pour le d&ail des calculs, on se reportera aux 
r&kences [It73 et [NJ On trouve ainsi 

Les valeurs prapres b, sont toutes positives (voir 
[17-j et [18f). EItes sont fes racines de i’kquation 
transcendan te 

FIG. 1. Evolution de la temperature de la sonde dans le cas d’un chauffage en 6cchelon : Influence du rapport 
des rayons Ro, et de la convection sanguine. 
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du systeme 
On Ctablit que les fonctions A,(t) sont les solutions 

x sin 
I 

A,(O) = 0. 

La solution de ce sysdme est 

A,(t) = -$-{sin[rs,/@] - 

Les fonctions X,,(r), X,,(r) et A,(t) &ant ainsi 
calculees, on peut evaluer les temperatures de la sonde 
et du milieu 

@,(r, t) = z A,(t)&,(r) 
“=I 

\ 
\ 

\ 

ii, 

44(r, t) = g 
n=l 

APPLICATION 1 DU MODELE 

Le modele numbique a ete utilise pour simuler des 
conditions experimentales d&rites dans la litttrature: 
mesure de debit sanguin en regime stationnaire 
(chauffage en echelon) et en regime instationnaire 
ttabli encore appele regime pulse (train continu de 
creneaux de chauffage). Un certain nombre de rlsul- 
tats sont donnes a la suite a titre d’illustration des 
possibilites du modele. 

Riponse a’ un chat&age en bchelon 
Supposons que l’energie dissipee soit constante a 

partir du temps initial. Q, = Cte pour t > 0. La 
temperature dans la sonde tend vers un &at stationnai- 
re qui depend de R,, K,, ky, fl et H. L’evolution de la 
temperature de la sonde a l’interface sonde-tissus, 
T,(r,, t) = 7’*(t) est donnte sur la Fig. 1 pour plusieurs 
valeurs du parametre R. et pour plusieurs valeurs de 
debit sanguin. Ces resultats ont CtC obtenus avec les 
conditions suivantes : 

sonde ayant les proprietes thermiques du cuivre : k, 
=4OOWm-‘“C-‘et&,=2 x 106Jm-3”C-1 

T*(t) 
T*(t--) 

H=25 

\ c 
100 10 

Ro 
1 

FIG. 2. Influence de la convection sanguine sur l’obtention du rkgime asymptotique stationnaire dans le cas 
d’un chauffage en khelon. 



tissus:k,w =0,4Wm~‘C~‘et[1,,C‘, =4 x 10hJ 
m--” Cm 1 

contact thermique: resistance thermique de contact 
surfacique R = 10ms c’ m2 W ’ d’oti une valeur H 

= 25. 
Les courbes T*(r)/@* sont traches en fonction du 

nombre de Fourier relatif au rayon de la sonde. I, \ = 
u,,,,t/rf. Deux faits se dlgagent : 

I’obtention du rlgime stationnaire est d’autant plus 
rapide que la convection sanguine est importante (/j 
grand) ; 
I.&at stationnaire correspondant ri des valeurs 
finies de R, est d’autant plus proche de 1’Ctat 

stationnaire O* = T*(r - I , R, ----t -L. /j) que /j est 

grand. 

Ces constatations sont bien mises en Cvidence sur la Fig. 

2 en ce qui concerne l’obtention du rigime stationnaire 
et sur la Fig. 3 en ce qui concerne I’influence sur cet &at 
stationnaire du rapport des rayons, R,. Sur la Fig. 2 les 
conditions d’obtention du rCgime stationnaire asymp- 

totique sont prlsentles: nombre de Fourier P, pour 
lequel I.&at asymptotique est obtenu au l/l00 e pr& 

ou au l!lOOO e pr& L’influence de la convection 

sanguine apparait tr& nettement. Ainsi pour R,, = 20, 
on obtient, au l/lo0 e pr&s, le regime stationnaire d&s 
que I;‘, > 10 lorsque /I = 0.40 (soit un taux de 
perfusion w = 15 kg s-- ’ m-j) alors que ceci n’est 

obtenu que pour F, > 35 si [i = 0.16 ((0 = 2,5 kg s ’ 
n-“) ou bien F, > 90 si [i = 0 (conduction pure). La 
Fig. 3 montre I’influence sur la tempdrature de la sonde 

du fait que les tissus ne s’dtcndent pas jusqu’i 

FIG. 3. 

1 Wd 
100 

Influence sur 

I’infini. Dans le cas d’une convection sanguine normale 
(/i = 0,32) et pour des valeurs du rapport R, d’environ 
8-- 10, cette influence est nlgligeable (infkrieure au pour 
cent). Ce n’est pas le cas lorsque le milieu est purement 
conductif (11 = 0). 

En difinitive, le prlsent modele. assimilant les tissus 

i une sphire de rayon r,, fini. montre que dans le cas 

d’une mesure en rCgime stationnairc 
il est ligitime d’utiliser un modile ri rayon r,, mfini 

tel que celui de la rlfkrence [14] dans le cas d’une 
convection normale (0,32 < /I ‘: 0.40 c’est a dire 5 
.: (1.1 .:: 15 kg m ’ sm ‘) lorsque les dirnensions des 
tissw dans lesquels la sonde ect implantie sent 
d’environ une dizaine de fois celleh de la sondc; 
lors d’une implantation de la sonde dans un milieu 

non perfusi, ce qui peut itre le cas d’une explriencc 
de calibration de la sonde, les dimensions du milieu 
doivent &re trt$s grandes devant celles de la sonde si 
I’on \eut appliquer le modPIe 21 rayon r,( intini. 

Rt;ponw d un cha&ge piriodiyur f [ruin de crbneclux ) 

Un autre mode de chauf-fage possible consiste i 

dissiper de l’lnergie dans la sonde sous la forme d’un 
tram de crkneaux. Soit 7~ la periode et c la fraction de 

cette periode pendant laquelle I’Cnergie cst dissipee :r 
puissance volumique constante. Au bout d‘un certain 

temps un rlgime periodique stationnaire est obtenu. 
La templrature est alors la somme d’une composante 
stationnalre et d’une composante periodique. (boil 
Fig. 4) 

T*(r) = T* G dY‘*(ij. 

R 
- 0 

--- D,23 

-.- 0.32 

-’ - 0.40 

H = 25 

la tempkrature de la sonde du fait que les tissus sent de dimensions finies. 
d’un chauffage en tchelon. 

, dans le cas 
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Qs 

T* 

L___ 1 I I I ’ >t 
0 ml (m+c)n (m+~)~ (m+l+c)n (m+z)n 

FIG. 4. Fonctionnement de la sonde en rtgime pulst: dissi- 
pation d’knergie suivant un train de crheaux, et temperature 
superficielle de la sonde de la forme: T*(t) = r*(t) + 6T*(t). 

Comme la reference [ 141 l’indique, le debit sanguin et 
la conductivite thermique peuvent etre evalues a tout 
instant a partir de l’analyse de chacune des deux 
composantes, mais on a interet a se servir de preference 
de la composante periodique, et cela pour deux 
raisons : 

I’amplitude de la composante ptriodique est genera- 
lement plus grande que celle de la composante 
stationnaire, 
le temps d’etablissement de cette composante est 
trts grand, alors que pour analyser les fluctuations 
du debit sanguin a partir de la composante periodi- 
que, il suffit que la periode x soit petite devant le 
temps caracteristique de ces fluctuations. 
Le present modele permet d’ajouter une troisieme 

raison militant pour l’utilisation de la composante 
periodique de preference a celle de la composante 
stationnaire : l’influence des conditions aux limites 
externes du milieu ttudie est beaucoup plus faible sur 
la composante periodique que sur la composante 
stationnaire. Ceci apparait sur les Figs. 5 et 6. Sur le 
Fig. 5 l’evolution de la composante stationnaire de la 

0,3 I 
,. 

/ I 
y 

j3=0 
0,32 

* 

@ 3= 0,2- 

t" 

=. qr- 

IF 

H=25- 

0 I I I I 
1 2 4 0 16 32 

Ro 

FIG. 5. Sonde en rkgime pulsk: Influence sur la composante 
stationnaire T* du fait que le milieu est de dimensions finies. 
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1, 

c 
. 
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I- 
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FIG. 6. Sonde en rkgime ~~1st : Influence sur la composante 
pbriodique de la tempkrature 6T*, du fait que le milieu est de 

dimensions finies. 

temperature de la sonde est presentee en fonction du 
rapport R,. Dans le meilleur des cas-_P = 0,32-il est 
nicessaire d’avoir une sphere de tissus 8-10 fois plus 
grande que la sonde pour Climiner toute influence 
perturbatrice des conditions aux limites extbieures. 
Sur la Fig. 6 on a represent6 Evolution pendant un 
cycle de la composante periodique. Des que R, est &gal 
a 4, l’influence des limites extirieures devient nigligea- 
ble, qu’il y ait convection sanguine ou non. Par ailleurs, 
m&me quand les conditions aux limites exterieures se 
font sentir, leur influence reste faible. Ceci est dii au fait 
que la composante pkiodique intbesse un volume 
plus restreint que la composante stationnaire. C’est 
pour cette raison que le temps de reponse de cette 
composante ptriodique est plus court que celui de la 
composante stationnaire. 

CONCLUSIONS 
La methode des transformations integrales finies 

s’est revelee etre particulitrement bien adaptke pour 
traiter la modtlisation dune sonde de dibitmetrie 
sanguine intratissulaire. La modelisation ainsi rb1isQ 
est la plus generale qui soit, puisque l’on consider-e une 
sonde de conductivitt thermique finie, en contact 
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thermique imparfait avec le milieu perfusk, de dimen- 
sions finies dans leque? elle est implanti. 

7. 

A I’aide de ce modile, on a pu Ctudier, tan1 en regime 
permanent (Ccheton de chauffage), qu’en rkgime ~~1st: 

(train de crkneaux), l’influence sur la mesure du fait que 
x. 

les dimensions de la sonde peuvent ne pas itre 
nkgligeables devant celles du milieu. Dans des condi- 0. 
tions circulatoires normales. il apparajt que la dimen- 
sion caract~ristique du milieu instruments doit &re 10. 
X- 10 fois plus grande que ceile de la sonde pour &vi ter 

que les conditions aux limites extkieures n’apportent 
des perturbations $ la mesure. Dans Ic cas d’un 
Ctalonnage de la sonde dans un milieu passif, c’est a dire 1 I. 

sans perfusion, cette dimension doit &re nettement 
plus grande. 13. 

Dans le cas particulier d’une sonde en rigime puis& 
la composante pkriodique de la tempkrature de la 
sonde se rCv&le beaucoup moins sensible i ces condi- 

,3, 

tions aux limites externes, que la composante 
stationnaire. 

14. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 
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FINITE INTEGRAL TRANSFORMATION METHOD APPLIED TO Tfit; 
MODELIZATION OF A BLOOD-FLOW PROBE 

Abstract-The finiteintegral transformation method is applied to the modelization of a blood-tlow spherical 
probe-heated thermocouple or thermistor probe. The present modelization is very general and allows the 
study of the influence on the measure of the fact that the instrumented medium dimensions are linlte. It is 
demonstrated that deviations from the infinite medium theory cannot be neglected if the probe dimension5 

are greater than 0.1 times those of the medium. 

ANWENDUN~ DES VERFAHRENS DER ENDLICHEN 
IN~EGRALTRANSFORMATIONEN ZUR SIMULIERUN~ EINER SOi--I>I. 

FijR BLUTDURCHSATZMESSUN~~~N IN GEWEBEN 

Zusammenfassung-Das Verfahren der endlichen Inteyraltransformationen wird zur Simuiierung cinei 
Kugelsonde des Typs “geheiztes Thermopaar” oder “Thermistor” f;ir Blutdurchsatzmessungen in Geweben 
angewendet. Das so erhaltene Modcll ist sehr allgemein anwendbar. Es erlaubt unter anderem die 
Untersuchungdes Einflusses der endlichen Dimensionen des instrumentierten Mediums aufdie Messung. Es 
wird gezeigt, da13 die durch die IuReren ~renz~dingun~en verursa~hte StGrung nicht verna~hl~ssigbar ist, 

wenn die Dimensionen des Mediums kleiner ais das Zehnfache der Dimensionen der Sonde wtrdcn 

nPMMEHEHME METOAA KOHEqHbIX MHTETPA,JbHbIX ~IPE06PA30BAHMfl ;X.:IH 
MOAEJIMPOBAHMR AATVMKA PACXOBA KPOBM B TKAHHX 

pa3Mepbr cpenbl 


